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INTRODUCCION

El disefio econdmico de redes de distribucion de agua guarda una fuerte relacion con los
modelos de Programacion Matematica, debido a que, ante un problema de disefio, podemos
encontrar infinitas soluciones funcionalmente validas. El objetivo de minimizar los costes del
sistema nos permite seleccionar una opcion concreta de entre las infinitas posibilidades.

Dentro de las distintas posibilidades con las que puede plantearse el problema, el modelo
de Programacion Lineal ha sido una de las opciones mas destacadas, debido
fundamentalmente a dos factores: por una parte, existe una amplia oferta de software estandar
para la resolucion de problemas de PL y por otra, hay que destacar que la aplicacion del
modelo lineal en los problemas de disefio no es fruto de ninguna aproximacién, sino
solamente de cambiar las variables de decision del problema.

La aplicacion de modelos de PL al disefio de redes cuenta con una larga tradicion en la
bibliografia, desde Karmeli et al. (1968), si bien podemos citar como antecedentes los
trabajos de Garton (1960) y el método discontinuo de Labye (1966). Inicialmente el modelo de
PL se utilizé en problemas de disefio de redes ramificadas, en las que los caudales circulantes
estaban determinados a priori, pero con el tiempo también se ha empleado en el disefio de
redes malladas, utilizando planteamientos iterativos combinados de analisis de caudales y
disefio mediante PL (Calhoun; Alperovits y Shamir).

El modelo de PL es un tipo de formulacion en diametros discretos, puesto que para el
dimensionado de las tuberias de la red se considera un conjunto discreto de diametros, que
habitualmente corresponderan a los diametros estandar disponibles comercialmente, y esta es
precisamente la caracteristica mas interesante de dicha formulacion, porque permite obtener una
solucion definitiva de proyecto, sin necesidad de hacer intervenir una etapa de normalizacion de
los diametros.

A pesar de esta caracteristica, se trata de una formulacioén de tipo continuo, ya que las
variables de decision que intervienen en el problema de optimizacion son las longitudes parciales
de cada posible didmetro comercial que forma parte de cada una de las lineas de la red, y
ocasionalmente, la altura de bombeo de la estacion elevadora en cabecera.

El principal inconveniente que presenta es operacional, puesto que, como veremos en el
epigrafe correspondiente, su resolucion pasa por el ensamblado de un problema matricial que
requiere un importante consumo de memoria computacional, incluso cuando se utilizan
esquemas vectorizados de la matriz de coeficientes del problema. El objeto del presente
articulo es mostrar que las operaciones que requieren la resolucion del problema lineal en
forma estdndar mediante el algoritmo SIMPLEX pueden ser sustituidas por rutinas en las que
se aplica el concepto de pendiente econdmica, rutinas que requieren el mantenimiento de un
conjunto de datos simultdneos de mucho menor tamafio y por consiguiente, susceptible de
operar con mucha mayor rapidez.

ANTECEDENTES: METODO DISCONTINUO DE LABYE
El planteamiento basico del método discontinuo de Labye consiste en la construccion de la

curva caracteristica de la red que se va a dimensionar, y que de forma resumida, podemos
describir como la envolvente de las soluciones de minimo coste, cada una de las cuales
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representa una combinacion de didmetros normalizados en las lineas que proporcionan el
menor coste para una determinada pérdida de carga.

En su planteamiento mas simple, podemos construir la curva caracteristica de una tnica
linea, tal y como indica la figura.
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Figura 1.- Curva caracteristica de un tramo

Cada uno de los vértices de la curva caracteristica representa una solucion candnica en la
que se ha instalado un determinado didmetro estandar, y que produce, por tanto, una
determinada pérdida de carga para el caudal de disefio. Es posible combinar varios de los
diametros estindar y conseguir un valor concreto de la pérdida de carga. Este seria
precisamente el objetivo en un problema de disefio.

Sin embargo, y como muestra la figura, para cada posible valor de la pérdida de carga,
existe una combinacion optima de didmetros, que podemos describir como una combinacioén
de dos diametros estandar correspondientes a los valores normalizados inmediato inferior e
inmediato superior al didmetro tedrico necesario.

Este resultado es la consecuencia de la estructura de precios de la tuberia comercial y su
consecuencia es la convexidad de la curva caracteristica del tramo, que es precisamente la
linea que une sucesivamente los puntos correspondientes a cada uno de los diametros
comerciales (envolvente de minimos).

Las ventajas aportadas por el método de Labye frente a otros son evidentes: al trabajar con
diametros discretos y comercialmente disponibles, no requiere un procedimiento de
normalizacion posterior de los mismos; por otra parte, aunque al iniciar el calculo se desconoce
el didmetro que poseeran las lineas en la solucion Optima, si se conoce a priori la gama de
didmetros entre los que se encuentra el Optimo para cada linea y en consecuencia, puede
calcularse de forma exacta las pérdidas de carga que provoca cada uno de los posibles didmetros
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en cada una de las lineas. En definitiva, elimina la necesidad de normalizacion de didmetros y de
realizar un célculo iterativo de las pérdidas de carga exactas.

Sin embargo, presenta dos inconvenientes fundamentales, a saber:

e El hecho de trabajar con variables discretas exige el manejo de un abultado conjunto de
datos, que comporta un considerable esfuerzo computacional, y que sin duda deviene
impracticable para un calculo manual con un nimero moderado de lineas.

e El método de Labye no permite intuir en modo alguno la existencia de nudos criticos
intermedios hasta que no ha sido finalizado el dimensionado de la serie de tuberias y
calculadas las presiones en todos los nudos.

CONCEPTO DE PENDIENTE ECONOMICA

El concepto de pendiente economica denominado asi por Granados, aparece ya en el
planteamiento del Método Discontinuo de Labye, y puede definirse como el cociente entre el
incremento/decremento del coste y el decremento/incremento de la pérdida de carga que
sucede en una de las tuberias de la red ante un cambio de didmetro, bien sea por incremento al
inmediato superior.

La expresion analitica de la pendiente econdmica cuando se incrementa el diametro seria
la siguiente:

¢‘+:_ Ci(D,(kH))-Ci(D,(k)) _ AC; +:_ﬂ '
" g FY) - k(P ) An g A5,

El superindice + sefiala que se trata de un incremento del diametro de la linea. Las
variables que intervienen son las siguientes:

G = Coste total (ptas) de la linea i.

hg; = Pérdida de carga (m.) en la linea 1, para el caudal de disefio g;.
p® = Diametro actual de la linea i.

D* = Diametro inmediato superior a D%

Coste unitario de la linea i (ptas/metro).
Ji = Pérdida de carga unitaria en la linea i (m/m).

Y
Il

La pendiente econdmica se corresponde con la pendiente del segmento de trasicion entre
en didmetro D(k)y el D%, dentro de la curva caracteristica de la linea i.

La pendiente es en general diferente cuando el diametro cambia a un valor menor, y en tal
caso valdria:

¢l‘_' - Aji

Ci(D,(k-I))' C,‘(D,(k)) _AG -:_ Ac; ]
h\DfV ) - (DP)  An g
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Las pendientes economicas ¢, y ¢ proporcionan una medida adecuada para identificar las

lineas que deben incrementar su didmetro y cuales deben disminuirlo, a partir de una solucién
funcionalmente valida, esto es, que verifique todas y cada una de las restricciones de disefio.

Por ejemplo, si en un nudo de la red existe déficit de presion, para restaurar la carga sera
necesario incrementar el diametro de alguna de las lineas que se encuentran entre dicho nudo y
uno de los nudos de alimentacion de la red. Se puede afirmar que el incremento de diametro que
resultara econdmicamente mas favorable correspondera a una linea m con el minimo valor de la

pendiente econdmica ¢, , esto es:

bo< 4 Vi
De algun modo, la pendiente econémica expresa el coste de recuperar la carga disponible

(mca) en términos del coste de la tuberia cuyo tamafio se incrementa, de modo que el cambio
mas eficiente corresponde al cambio de diametro que proporcione el mca mas econémico.

El cambio realizado en la linea m puede dar lugar a tres posibilidades, a saber:

e que el nudo extremo aguas abajo de la serie continue siendo deficitario en presion. En tal
caso, se repetird la operacion de cambio, seleccionando de nuevo la linea en la cual
resulte mas economico, incluida la recién modificada.

e que la presion en el nudo extremo de la serie alcance exactamente el valor minimo exigido.
Aunque tedricamente es posible, sin duda se trata de un caso no habitual.

e que la presion en el nudo extremo sea superior a la minima exigida. En este estado, es
posible aprovechar el exceso innecesario de presion para reducir algin diametro.

Por el contrario, cuando en algin nudo tenemos una holgura en la presion sobre el valor
minimo, podemos reducir alguno de los diametros del trayecto asociado. En este caso, el criterio
de seleccion consistird en buscar el cambio que mayor ahorro proporcione, esto es:

4,2 4 Vi
Los posibles resultados de esta accion seran:

e que la reduccion de diametro no elimine totalmente el exceso de presion en el nudo, lo que
permitira seguir reduciendo didmetros con el mismo criterio.

e que el cambio en el diametro conduzca a una presion en el nudo extremo n exactamente
igual a la minima requerida.

e que la presion resultante en el nudo extremo sea inferior al minimo establecido.

Solamente utilizando los criterios apuntados, seria posible obtener la solucion optima al
dimensionado de una red, que consistira en la asignacion de un Unico didametro a todas las lineas
de la serie, excepto una de ellas (supongamos que se trata de la linea m), concretamente aquella
linea que determina la finalizacion del proceso, la cual estara compuesta por dos segmentos de
diametros consecutivos, de forma que la pendiente econdmica correspondiente a los dos
didmetros verificara la condicion:
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siendo: ¢,, = 41, (D" — Dy )= ¢, (DI — D)
lo cual significa que la pendiente en dicha linea es la menor de las pendientes economicas de las

lineas de la serie en incremento de diametros, y simultaneamente, es también la mayor de las
pendientes econdmicas en disminucion de didmetros.

Cuando la alimentacion de la serie se efectia mediante una estacion de bombeo, los
criterios a seguir para aumentar o reducir didmetros cambian ligeramente, puesto que el efecto de
cualquiera de estas acciones sobre la presion en el nudo extremo n puede compensarse por una
modificacion de la altura de bombeo en el sentido contrario. Ademas, en este caso es habitual
considerar costes anuales, tanto de amortizacion de las tuberias como el coste anual de bombeo.

Para evaluar la conveniencia econdmica de cualquier cambio, serd necesario comparar con
el coste anual de cada mca adicional de bombeo, que llamaremos Ky, que expresa el coste, en
euros/ano, de bombear con un metro adicional en la altura de bombeo Hy,

ECL TR

K, (euro/ mca.ario) =

siendo:

q,: Caudal bombeado (m3/s)
n: Rendimiento global de la bomba

nh : Numero de horas de bombeo al aflo
pkw :Precio del kWh (euros/kWh)

La pendiente econdmica deberd ser expresada también sobre una base anual, multiplicando
por el factor de amortizacion a.

Un incremento del diametro en la linea 1 resultara econdmicamente eficiente solamente
cuando suceda:
.
at ¢i < Kb

lo que significa que el incremento en el coste de amortizacion debido al aumento del diametro en
la linea 1, sea menor que el ahorro conseguido al disminuir el coste energético.

Por el contrario, la reduccion del diametro de la linea i es adecuada econdmicamente
cuando:

at ¢1_ 2 Kb
En este caso, la mejora de una posible solucion se consigue mediante sucesivas
transformaciones (aumento y reduccién de didmetros), en cada una de las cuales se ajusta la
altura de bombeo H, para mantener la presion en el nudo extremo n en el valor minimo

admisible. El proceso concluye cuando no existe ninguna posibilidad de cambio
econdmicamente conveniente, esto es, cuando:

max {at ¢i'} < Ky < miin {at ¢1+} Vi
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MODELO DE PROGRAMACION LINEAL
Introduccion

El modelo de Programacion Lineal que describiremos a continuacion es un tipo de formulacion
en diametros discretos, puesto que para el dimensionado de las tuberias de la red se considera un
conjunto discreto de diametros, que habitualmente corresponderan a los diametros estandar
disponibles comercialmente.

A pesar de esta caracteristica, se trata de una formulacioén de tipo continuo, ya que las
variables de decision que intervienen en el problema de optimizacion son las longitudes parciales
de cada posible didmetro comercial que forma parte de cada una de las lineas de la red, y
ocasionalmente, la altura de bombeo de la estacion elevadora en cabecera.

El modelo de Programacion Lineal parte de la hipotesis de que una linea de la red puede
estar constituida por varios tramos de diferentes didmetros. Si el conjunto de diametros posibles
estd compuesto por diametros comerciales, la solucién Optima obtenida mediante esta
formulacion no requerird ninglin ajuste posterior de los diametros, siendo plenamente apta para
su implementacion.

La formulaciéon de un modelo lineal no es el resultado de una linealizacion del problema,
sino que es totalmente exacta, puesto que considerando tramos de diametro uniforme dentro de
una linea, el coste del tramo y también la pérdida de carga que provoca son funciones lineales de
la longitud del mismo. De este modo, tanto la funcion objetivo como las restricciones resultan
ser funciones lineales de las longitudes parciales de los tramos de didmetro uniforme. Desde el
punto de vista matematico, el conjunto de soluciones factibles delimitado por las restricciones
lineales del problema, es un conjunto convexo y la funciéon objetivo a minimizar es también
convexa; se trata por tanto de un problema convexo, del que podemos asegurar que no posee
optimos locales.

Las situaciones que pueden presentarse son las siguientes:

e cn el caso de que las restricciones sean incompatibles entre si, el espacio de soluciones es
vacio y no existe solucion al problema;

e si el espacio de soluciones es no vacio, bien puede existir una tnica soluciéon optima, o
infinitas soluciones dptimas, todas ellas con el mismo coste asociado.

Modelo de PL para el dimensionado de una red alimentada con altura conocida

Supongamos el caso del dimensionado optimo de los didmetros de una red ramificada compuesta
por n lineas, cuya altura piezométrica de alimentacion Hy en el nudo de cabecera (nudo 0) posee
un valor fijo y conocido, de modo que en un conjunto de nudos k de la red, en el que se incluyen
al menos todos los nudos terminales, exista una altura piezométrica mayor o igual a un valor
minimo Hy. Ello equivale a limitar la pérdida de carga en los trayectos comprendidos entre el
nudo 0 y un nudo genérico k de modo que:
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2 hpi < Ho- Hy = AHy

1eS;
siendo: hg; = Pérdida de carga (m.) en la linea i.
Sk = Conjunto de lineas pertenecientes al trayecto entre los nudos 0 y k.
AHy = Maxima pérdida de carga admisible (m.) en el trayecto comprendido entre los
nudos 0y k.

Figura 2.- Composicion de una linea en el modelo de PL.

Para introducir la formulacion lineal consideraremos que se dispone de un conjunto
(DY, DN que contiene un total de ND diametros posibles para ser utilizados en el
dimensionado de la red, a los que en adelante denominaremos didmetros candidatos, ordenados
de menor a mayor tamafio, de modo que DY<.<D™) La Figura 2 muestra una linea 1
cualquiera de una red, por la que transcurre un caudal g;, compuesta por tramos de diferentes
diametros, de entre los diametros candidatos.

El coste total de las tuberias de la linea i representada en la figura sera:
ND
Costedelalineai(euros): C;= Z c;Li;

j=1

donde: C; = Coste total de las tuberias de la linea 1 (ptas).
Cj Coste unitario del diametro DY (ptas/metro lineal).
Li; = Longitud del tramo de didmetro DY en la linea i (m.).
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La suma de las longitudes parciales L;; debe ser igual a la longitud L; de la linea i:
ND

Li= X Lij
j=1

La pérdida de carga total he; que se produce en la linea i sera:
ND
hei = z ji,j Li;
=1

donde: h¢; = Pérdida de carga total (m.) en la linea i. 4
jij =Pérdida de carga unitaria para cada uno de los didmetros DY (m/m.) en la linea i.

La formulacion global del problema de dimensionado Optimo consistirda en minimizar la

siguiente funcion objetivo, configurada por los costes asociados a las tuberias, esto es:
n ND

Coste del sistema = Cr = z Z ciLij

i=1j=1

y sometida a unas restricciones de presion minima del tipo:

ND
Dohu=2 D JiLiySAH«=Ho - He Vk

ieSy ieS, j=1
Las restricciones de presion minima pueden plantearse para cualquier nudo de la red
ademas de los extremos o terminales, se trate o no de un nudo de consumo, en el cual sea
necesario asegurar una presion minima. Naturalmente, cuanto mayor sea el numero de
restricciones de presion minima, tanto mayor sera el tamano del modelo y la complejidad de su
resolucion.

Es necesario plantear también restricciones que podemos calificar de tipo geométrico, a fin
de asegurar que la suma de las longitudes parciales L;; en una linea sea exactamente igual a la
longitud de la misma:

ND )
=

Finalmente habrd que afadir las restricciones de no negatividad de las variables de
decision, puesto que una solucion del tipo L;j<0 carece de sentido fisico. Esta condicion
constituye ademas una exigencia para la resolucion del problema mediante Programacion Lineal:

Ll,IZO \v L, ]

Como puede comprobarse, el problema de dimensionado queda configurado por una
funcion objetivo y unas restricciones de naturaleza lineal en cuanto a las variables de decision
Lij, y como tal, puede ser resuelto mediante el algoritmo SIMPLEX.

Modelo de PL para el dimensionado de una red alimentada con altura incognita

En ocasiones, las presiones minimas de servicio en la red sélo pueden ser garantizadas mediante
la intervencion de una estacion elevadora. En tal caso, existe una estrecha relacion econdomica
entre la altura de bombeo Hy y los didmetros de las tuberias de la red, puesto que una vez
establecidas las condiciones de disefio (presiones y caudales de servicio), el aumento de la altura
de bombeo permite la utilizacion de diametros menores en las tuberias, resultando una
disminuciéon de la inversion en tuberias a cambio de un incremento del coste energético de
bombeo. Por el contrario, una disminucion de la altura de bombeo traec como consecuencia la
necesidad de emplear didmetros mayores en las tuberias, encareciendo por tanto la inversion en
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tuberias a costa de un abaratamiento de los costes energéticos. Esta relacion se concreta en una
funcion objetivo a minimizar que incluye tanto el coste energético anual como la amortizacion
anual de la inversion en tuberias. En definitiva, las variables de decision que intervienen en este
nuevo problema son, ademas de las longitudes parciales Li; de cada didmetro candidato DY en
las lineas de la red, la altura de bombeo Hj,.

El coste energético anual de una estacion de bombeo es:

9'81q, Hi,

G. (euros | aiio)=W nh pkw= nh pkw=K, Hy

donde: W = Potencia media consumida (kW).

nh = Numero de horas anuales de utilizacion.

pkw= Precio de la energia (euros’kWh).

q = Caudal bombeado (m*/segundo).

Hy, = Altura de bombeo (m.).

n = Rendimiento global de la EB (tanto por uno).

Ky, = Coste unitario anual de cada metro de altura de bombeo.

El coste anual de amortizacion del sistema de tuberias se obtiene multiplicando su coste

total por el factor de amortizacion a, esto es:

n ND

Ga = at Ctub = at z Z Cj Li,j

i=1 j=1

La funcion objetivo que debe ser minimizada es precisamente la suma de los costes
anuales referidos, a saber:

n ND

Cr=G.tG.=KyHyta. Y Y ci Li

i=1 j=I1
funcion que es lineal respecto de las variables del problema (L;j y Hy).

Las restricciones de presion minima se formulan para asegurar que en los nudos k
prescritos por el proyectista exista una altura piezométrica no inferior a Hy, aunque en este caso,
la magnitud de la pérdida de carga admisible AHy en el trayecto comprendido entre la cabecera
de la red (nudo 0) y el nudo k no serd un valor conocido, puesto que dependerd del valor de la

altura de bombeo Hy. En efecto, si 7 es la cota de aspiracion de la EB situada en la cabecera de
la red, la pérdida de carga AHy admisible en el trayecto 0-k sera:

AHk:[Z() + Hb]- Hy

Asi pues, las restricciones de presion minima adoptaran la siguiente forma:
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ND
th,i:z Z ji,jLi,jSAHk:[ZO + Hb] - He Vk

i€Sy ieS, j=1

ND
Z Z JijLij - He<z - Hx Vk

ies, j=1
Ademads de las apuntadas, es necesario formular las restricciones geométricas para todas
las lineas de la red y también las y las restricciones de no negatividad de las variables de
decision.

De nuevo, el problema formulado en estos términos resulta completamente lineal, tanto
por la funcion objetivo como por las restricciones impuestas, pudiendo ser resuelto mediante
cualquier algoritmo de Programacion Lineal, tal como el algoritmo SIMPLEX.

Reduccion del tamaiio del modelo.

La aplicacion del modelo de Programacion Lineal al dimensionado optimo de redes es, sin
ninguna duda, el método preferido por los investigadores para este cometido, puesto que posee
una gran sencillez en su planteamiento, que no es fruto de ninguna simplificacion o
aproximacion, sino mas bien al contrario, es el resultado de considerar que las lineas de la red
estaran finalmente configuradas con didmetros comercialmente disponibles, esto es, un conjunto
discreto y finito.

Una ventaja adicional es que el problema de dimensionado 6ptimo formulado como un
problema lineal puede ser resuelto mediante cualquiera de los paquetes de software disponibles
en el mercado de Programacion Lineal. Lo que en principio es ventajoso trae como consecuencia
dos inconvenientes, a saber: a) exige del usuario la introduccién de una gran cantidad de
informacion, y b) el tamafio del modelo puede ser excesivo para el software disponible.

Si n es el nimero de lineas de la red, ND el niumero de didmetros candidatos y K es el
numero de nudos criticos considerados en las restricciones de presion minima, el usuario debe
aportar los siguientes datos:

e ND costes unitarios de los diametros candidatos (coeficientes de coste de la funcidon
objetivo).

Coeficiente Ky, en el caso de que intervenga el coste energético.

n longitudes de linea (términos independientes en las restricciones geométricas).

n*ND pendientes hidraulicas asociadas con cada uno de los didmetros candidatos en cada
una de las lineas de la red, algunos de ellos repetidos a lo largo de las K restricciones de
presion minima.

K términos independientes en las restricciones de presion minima, que pueden ser o bien
la pérdida de carga admisible AHg en los trayectos 0-k en el caso de que la altura de
cabecera sea conocida, o bien los términos (zo-Hy) en el caso de que la altura de cabecera
sea incognita.

Si consideramos el dimensionado de una red ramificada alimentada desde un deposito, con
n=150 lineas, ND=12 diametros candidatos y K=40 nudos criticos, el nimero total de datos
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necesarios asciende a 2.002; de ellos, n*ND=1.800 corresponden a las pendientes hidraulicas,
que se calculan a partir de las caracteristicas de la tuberia empleada y de los caudales circulantes
por las lineas, mientras que el resto (202) corresponde a datos basicos del problema. Esta sencilla
estimacion pone de manifiesto la importancia que tiene el desarrollo e implementacion de
herramientas informaticas de apoyo al usuario que faciliten la labor de comunicacién con el
software de optimizacion, por medio de la construccidon y elaboracion, a partir de los datos
basicos, del problema de PL que finalmente serd optimizado.

Incidiendo en el segundo inconveniente, los recursos disponibles para resolver problemas
de PL son limitados, tanto por el software (imposibilidad de manejar un elevado numero de
variables) como por el hardware (capacidad de memoria limitada) y por ello puede ocurrir que
un determinado problema de dimensionado Optimo no pueda ser resuelto con los medios
informaéticos disponibles.

Una posible solucion a este inconveniente reside en la reduccion del tamafio del modelo en
dos frentes bien distintos: por un lado, cabe la posibilidad de reducir el nimero de restricciones
de presion minima consideradas y por otro, es posible asimismo reducir el conjunto de diametros
candidatos.

En el dimensionado de una red ramificada pueden plantearse tantas restricciones de
presion minima como nudos posee la red menos uno, o lo que es lo mismo, tantas restricciones
como lineas. Como minimo, serd necesario plantear una restriccion de presion minima para cada
nudo extremo o terminal de la red.

Alperovits y Shamir proponen utilizar inicialmente el nimero minimo de restricciones de
presion, esto es, solo las correspondientes a los nudos terminales; una vez obtenida la solucion
Optima, y en el caso de que en algiin nudo intermedio se obtenga una presion por debajo del
valor minimo, serd necesario reformular el problema, planteando restricciones adicionales de
presion minima para dichos nudos.

Otra posibilidad para reducir el tamafio del modelo reside en emplear un niimero reducido
de diametros candidatos. A pesar de que la formulacion del modelo contempla la posibilidad de
que una linea esté¢ configurada por varios tramos de diferentes didmetros, la experiencia nos
demuestra que en la solucidén dptima final, las lineas de la red estaran configuradas por uno, o a
lo sumo dos diametros entre los posibles, y en este tltimo caso, se tratara de dos diametros
consecutivos en tamafio. Este hecho puede demostrarse como consecuencia de la estructura de
precios de las tuberias comerciales (Fujiwara y Dey).

De este modo, una posibilidad para reducir el tamafio del modelo consiste en seleccionar
un pequefio numero de diametros para cada linea, con la esperanza de que el o los didmetros
finales pertenezcan al conjunto de didmetros candidatos. Puesto que el objetivo es seleccionar
diametros candidatos lo mas cercanos al didmetro 6ptimo de cada linea, ya no cabe hablar de un
conjunto de didmetros candidatos para toda la red, sino de un conjunto de diametros candidatos
para cada linea i, integrado por un total de ND; diametros.
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La seleccion del conjunto de didmetros candidatos para cada linea admite criterios muy
diversos; asi por ejemplo, Bhave propone un método de seleccion de diametros candidatos para
redes ramificadas con altura de cabecera conocida, denominado método del trayecto critico, que
consiste en primer lugar en asignar a cada linea i un valor tedrico de la pendiente hidraulica, a
partir de la cual se seleccionaria un didmetro tedrico. La seleccion de los didmetros candidatos se
realiza en este caso segin Bhave, tomando un minimo de dos didmetros normalizados,
consecutivos en tamafio, de modo que el valor tedrico quede comprendido entre ellos, aunque
contempla excepcionalmente la posibilidad de adoptar tres e incluso cuatro didmetros candidatos.

Siguiendo unas pautas similares, Pleban y Amir plantean la seleccion de tres didmetros
candidatos por linea, consecutivos en tamafio, atendiendo a su proximidad a un didmetro tedrico
estimado, seguin un criterio de velocidad.

Para poder asegurar que la solucion Optima obtenida es un Optimo global, el grupo de
diametros candidatos asignado a cada linea debe ser tal que, si el proceso de optimizacion fuese
libre de seleccionar cualquiera de los didmetros posibles, el resultado continuaria siendo el
mismo.

Tal condicién equivale en la practica a asegurar que los didmetros ptimos de cada linea en
la solucion final se sitien en el centro de la gama escogida. En el caso de que el didmetro 6ptimo
de una linea coincida con alguno de los extremos del conjunto de didmetros candidatos, ello
significa que existe la posibilidad de que hubiese sido escogido un didmetro situado fuera de los
limites del conjunto de los candidatos. La tnica forma de averiguarlo es permitir que el
algoritmo de resolucion cuente con la posibilidad de "traspasar" los extremos del conjunto de
didmetros candidatos, y el modo mas comun y sencillo para conseguirlo consiste en desplazar el
conjunto de didmetros candidatos, de modo que el didmetro extremo obtenido en la solucion
optima quede centrado dentro del nuevo conjunto de diametros candidatos.

El nimero minimo de diametros candidatos es de dos, puesto que pueden aparecer hasta
dos didmetros por linea en la solucion final, pero lo cierto es que un numero tan limitado de
diametros candidatos exigiria sin duda un gran niumero de operaciones de desplazamiento del
conjunto de diametros candidatos para poder asegurar la consecucion de una solucion Optima
global.

Se trata en definitiva de buscar el compromiso entre un niumero de variables creciente con
el nimero de didmetros candidatos por linea, y un nimero de operaciones necesarias, mayor
cuanto menor sea el nimero de diametros candidatos. En general, un nimero de cuatro diametros
candidatos parece suficiente para cumplir adecuadamente este cometido.

De la reduccion del tamafio del modelo se concluyen evidentes ventajas, no solamente en
cuanto a las necesidades de memoria, sino también en lo referente al tiempo de célculo.

Procedimiento de resolucion.

El primer calculo basico consiste en la seleccion del conjunto de didmetros candidatos para cada
linea. Comenzando con los datos de partida (trazado, topografia, longitudes de linea, consumos y
condiciones de disefio en general) y mediante un procedimiento de predimensionado cualquiera
se asigna un diametro teorico por linea, que servird de referencia para establecer los diametros
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comerciales candidatos. A partir del caudal de disefio de las lineas y de los didmetros candidatos
de la misma, es posible calcular la pendiente hidraulica j;; asociada a cada uno de los didmetros
candidatos, que son los coeficientes en las restricciones de presion minima. Los precios unitarios
de los didmetros que intervienen, y en su caso, el factor de amortizacion, asi como el coste
energético permiten construir la funcion objetivo a minimizar.

Una vez ensamblado el problema lineal queda en disposicion de ser resuelto mediante el
algoritmo SIMPLEX, que consta de dos fases: la fase I consiste en encontrar una solucion
factible y en el caso de que ésta exista, la fase II consiste en mejorar progresivamente dicha
solucion hasta encontrar la solucion dptima.

La fase II comienza a partir de una solucion basica factible, utilizando la terminologia de
la PL. Una solucion basica factible (SBF) es una solucion en la que solamente hay un nimero de
variables de decision con valor no nulo igual al nimero de restricciones del problema, mientras
que el resto son nulas. Si consideramos que el niimero minimo de restricciones para un problema
de disefo cuenta con n restricciones geométricas mas k restricciones de presion minima, una
SBF corresponde, por ejemplo, a una red en la que cada linea cuenta con un unico didmetro
normalizado (n variables de decision no nulas) y k holguras de presion en los nudos incluidos en
las restricciones de presion.

La siguiente figura representa el proceso seguido por el algoritmo SIMPLEX en su fase
II para mejorar una SBF obtenida en la fase 1. Para poder realizar una representacion grafica
bidimensional se ha considerado un problema de PL con solamente dos variables de decision:

Figura 3.- Proceso seguido por el algoritmo SIMPLEX
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El espacio de soluciones es convexo y es el resultado de la acotacion de una region
contorneada o limitada por las restricciones del problema. Una SBF corresponde a un vértice de
dicha region y puede demostrarse que la solucion dptima corresponde a una SBF.

El algoritmo SIMPLEX procede en la fase II a mejorar una SBF inicial saltando en cada
operacion (pivotamiento) desde una SBF a otra mejor (mas econdmica). El proceso es finito,
puesto que el nimero de saltos est4 acotado, en el peor de los casos, al nimero de restricciones.
En el caso representado en la figura, partiendo de la SBF correspondiente al punto A, es
suficiente con cuatro operaciones de pivotamiento para alcanzar el dptimo correspondiente al
punto E.

La SBF optima en el caso de una red, estara configurada por un unico didetro
normalizado por linea, excepto un numero de lineas (menor o igual a k), en los que el podrian
aparecer dos didmetros normalizados consecutivos. Podemos decir que el segundo diametro
normalizado sustituye a la holgura de presion que pueda existir en un trayecto.

La solucion descrita puede ser distinta dependiendo de las restricciones de velocidad
empleadas y de los valores del coste de las tuberias en el contexto de la red del problema.

Quizas el punto mas interesante es el analisis de como acttia el algoritmo SIMPLEX.

Todo problema de PL posee una interpretacion geométrica, puesto que el espacio de
soluciones posibles de un problema lineal con n variables de decision es un poliedro
n-dimensional, acotado por las restricciones lineales del problema, que pueden ser representadas
como hiperplanos. La funcion objetivo, igualmente lineal, representa una familia de hiperplanos
paralelos, cada uno de ellos asociado a un valor diferente. Consecuentemente, la solucion
optima, si existe, se localiza en uno de los vértices del poliedro. A este respecto, los vértices del
espacio de soluciones poseen las siguientes propiedades:

¢ Si existe una Unica solucion Optima, ésta debe ser un vértice del poliedro (SBF).

¢ Si existen multiples soluciones Optimas, al menos dos de ellas son vértices adyacentes.

¢ El numero de vértices que representan soluciones factibles al problema de PL es finito.

e Si un vértice que represente una solucion factible no posee vértices adyacentes que
representen una mejora de la funcion objetivo, entonces no existe ningun vértice que
mejore el valor de la funcion objetivo y la solucion actual es la dptima.

Considerando que el problema de PL n-dimensional cuenta con m restricciones, se denomina
solucién bésica a una solucién compuesta por m variables no negativas, y n-m variables nulas:
XireorxXm20 7 xpapseex, =0
donde x; son las variables del problema. Una solucion es factible o posible cuando verifica las
restricciones del problema. Cada vértice del poliedro que representa el espacio de soluciones
posibles corresponde precisamente a una solucion basica posible.

El algoritmo SIMPLEX aprovecha las propiedades del espacio de soluciones posibles,
considerando una solucion bésica posible inicial, para encontrar a continuacion otra solucion
basica posible correspondiente a un vértice adyacente que mejore el valor de la funcién objetivo.
La operacion de desplazamiento entre un vértice y otro adyacente implica anular una de las
variables de la solucion bésica inicial e incorporar en su lugar una variable no basica.
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Como se desprende del comentario anterior, suponiendo que contamos con una solucion
basica factible inicial, la aplicacion del algoritmo SIMPLEX en la fase II consiste en un
procedimiento iterativo, finito en general, que comprende dos tipos de célculo en cada iteracion:
en primer lugar, se resuelve el sistema de ecuaciones formado por las restricciones para las
variables bésicas, y en segundo lugar, se analiza la influencia de las variables no basicas para
decidir cudl de ellas debe entrar en la base produciendo la maxima mejora posible en la funcion
objetivo.

La forma estandar de un problema de minimizacion con n variables y m restricciones seria:

n

> ajjxj=bj 1=1,...,m

n j=1

minz= Y, Cj Xj sujetoa :
j=1 xj=z0 j=1,...n (m<n)

Las operaciones que comprende el algoritmo SIMPLEX consisten fundamentalmente en
resolver un sistema de ecuaciones lineales para determinar el valor de las variables basicas,
considerando que las variables no basicas son nulas, para posteriormente analizar la influencia de
las variables no basicas en la funcion objetivo. Tales operaciones tienen una interpretacion muy
sencilla cuando se representa el problema de optimizacion en forma tabular, tal y como indica la
figura de la siguiente pagina.

Los pasos a seguir consistirian en:

1.- Formulacioén del problema incluyendo las variables de holgura.

2.- Eliminacion de Gauss-Jordan sobre las variables de la solucion basica factible inicial.

3.- Si todos los coeficientes de coste reducidos de las variables no bésicas son no negativos,
entonces la solucion bdsica actual es la solucion Optima, puesto que no es posible mejorar el
valor de la funcioén objetivo al incorporar una nueva variable en la solucion. En tal caso, el
procedimiento ha terminado.

4.- Si existe algun coeficiente de coste reducido nulo y ninguno negativo, significa que la
variable no bdsica correspondiente puede ser incorporada a la solucion sin incrementar el valor
de la funcion objetivo. En tal caso existen infinitas soluciones Optimas ademads de la actual y el
procedimiento ha finalizado.

5.- Mientras existan coeficientes de coste reducidos negativos, es posible reducir el valor de la
funcion objetivo. La variable no bésica que pasard a formar parte de la solucion sera aquella a la
que corresponda el menor coeficiente de coste reducido.

6.- Si todos los coeficientes reducidos de las restricciones de la columna correspondiente son
nulos o negativos, significa que la variable entrante x. puede tomar un valor tan grande como se
quiera y en consecuencia, la funcion objetivo no estara acotada, pudiendo reducir infinitamente
su valor. Esta circunstancia no tiene demasiado sentido cuando se formula un modelo de
dimensionado econdémico, y por ello cabe pensar que si se presenta, significa que tal modelo ha
sido incorrectamente formulado.
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7.- El maximo valor que puede llegar a adoptar la variable entrante x. estard condicionado por la
restricciéon de no negatividad de las variables bésicas actuales, y por tanto, acotado por la
restriccion correspondiente.

Coeficientes de coste

I

C1 R — Cm || Cm+ Cn ‘0
¥
@11 @12 — aim ' aym an b1
1
@21 @2 e azm 1 Azms azn b2
; 1 H H H
1
1
1
1
1
|
H I H H H
Am1  @m2  e— amm 1 Amm+ amn bm
Matriz de coeficientes Términos indep.
Matriz B ! Matriz N
FORMA CANONICA obtenida por eliminacion de

Gauss-Jordan

- Valor de la funcidn objetivo
para la solucion actual

0 [ 0 ' e ) Z
1 0 o 0 E 1m+1 1n 1
0 L [——— 0 & 2m+ 2n 2
0 O ------------------------------------ 1 : m,m+1 m,n m

Figura 4. Forma tabular estandar y canonica del problema de optimizacion.
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Si bien el algoritmo SIMPLEX fue concebido inicialmente para aplicar el método de
reduccion de Gauss-Jordan para la resolucion del sistema de ecuaciones lineales, en realidad no
resulta necesario diagonalizar la matriz basica para obtener los mismos resultados.

Analisis de las posibles soluciones

Todos los problema de PL presentan un conjunto de posibilidades a la hora de obtener la
solucion al mismo, que vamos a analizar a continuacion, interpretandolas desde el punto de vista
del problema que nos ocupa. Pueden presentarse las siguientes situaciones:

a) El problema no tiene solucion: En este caso, las restricciones explicitas del problema
definen un espacio de soluciones vacio, de modo que ninguna posible combinaciéon de
valores de las variables se cifien a las mismas. Tal es caso que se presenta, por ejemplo,
cuando la altura de cabecera es un valor fijo y es inferior a las necesidades de presion
minima de algin nudo k. Para soslayar este problema, la solucion consistiria en instalar
una estacion de bombeo en cabecera que permitiese proporcionar presion a los nudos
problematicos.

b) La funcion objetivo alcanza un valor minimo absoluto en un punto del espacio de
soluciones. Es el caso que deberia darse para afirmar que existe una solucioén optima que
minimiza la funcion de costes establecida cumpliendo todas las restricciones del
problema.

¢) La funcion objetivo alcanza un valor minimo absoluto pero en infinitos puntos del espacio
de soluciones. Como ejemplo de esta situacion, imaginemos el caso de que el ahorro
producido por disminuir el didmetro de una tuberia resulte exactamente igual al
incremento del coste energético necesario para compensar las pérdidas de carga
adicionales.

d) La funcion objetivo no esta acotada, esto es, puede reducir su valor infinitamente: Esta
eventualidad realmente no tiene ningin sentido en el problema que nos ocupa, puesto que
en un caso extremo, las lineas de la red quedarian configuradas con el diametro candidato
de menor tamafio posible, y consecuentemente, la funcién objetivo resultard acotada
inferiormente.

ANALISIS DEL TAMANO DEL PROBLEMA DE PL MATRICIAL

Otra caracteristica primordial del problema que nos ocupa es la gran dispersion de la matriz de
coeficientes. La densidad de la matriz de coeficientes en el inicio del problema se sitia
normalmente en torno a un valor del 5 % (se entiende por densidad o de la matriz al cociente
entre el nimero de elementos no nulos y el nimero de elementos totales) y no suele superar el 15
% tras la ultima iteracion del algoritmo SIMPLEX.

Por esta razon y al objeto de aprovechar al méximo la memoria disponible en el ordenador se
ha propuesto el almacenamiento de la matriz de coeficientes en forma compactada, conservando
unicamente los coeficientes no nulos.

La dificultad basica que aparece al utilizar un esquema de almacenamiento compactado

consiste en localizar la posicion exacta de un coeficiente dado, asi como la posibilidad de
eliminar y anadir coeficientes. Estas necesidades implican un coste adicional de informacion
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almacenada en memoria RAM que hay que tomar en consideracion, y por esta razén el
almacenamiento compactado resulta recomendable solamente cuando la densidad de la matriz es
relativamente baja (menor de un 25 %).

Para estimar la densidad inicial py de la matriz de coeficientes de nuestro problema,
utilizaremos los siguientes parametros:

Numero de lineas de la red.

Numero de nudos con restriccion de presion minima.

Cociente Q/N entre restricciones de presion minima y lineas de la red (0<o#1).

Numero promedio de lineas contenidas en los trayectos Sk definidos entre la cabecera de
la red y los nudos con restriccion de presion minima.

Cociente P/N entre el nimero promedio de lineas en los trayecto y el numero total de

lineas (0<R#1).

PRROZ

™

Por fijar ideas, vamos a suponer que la altura piezométrica en el nudo de alimentacion es
conocida y por tanto, no interviene como variable del problema. Considerando cuatro diametros
candidatos por cada linea, el nimero de variables del tipo L;;j sera 4-N; el planteamiento de Q
restricciones de presion minima (de desigualdad) implica la aparicion de Q variables de holgura
hy, de modo que el nimero total de variables del problema serd 4-N+Q, o bien, utilizando el
parametro o, el nimero de variables sera (4+o)N.

En cuanto a restricciones, el problema cuenta con N restricciones de tipo geométrico y Q
restricciones de presion minima, esto es, un total de N+Q restricciones, o si se prefiere (1+o)N
restricciones.

El numero total de coeficientes de la matriz sera (4-+o))(1+o)N? aunque una gran parte de ellos
son nulos. Concretamente, las restricciones geométricas cuentan solamente con 4-N coeficientes
no nulos (cuatro coeficientes correspondientes a cada linea en cuestion iguales a la unidad),
mientras que las restricciones de presion minima cuentan con (4-P+1)Q = (4-R-N+1)aN
coeficientes no nulos, contando con las variables de holgura. Asi pues, el valor de la densidad de
la matriz inicial de coeficientes sera:

_4N+H4 BN+ DaN _ 1 N 4ap
PO N2 +a)d +a) Ni+a) (1+a)d+a)
y si el nimero de lineas es elevado, podemos considerar la densidad limite p:

/i _ o * 40!,8
NPT T 4+ a)

El maximo valor que puede llegar a adoptar la densidad p es del 40 % en el caso de que o=1y
B=1, pero no existe ninguna disposicion fisica de las lineas de una red ramificada que
corresponda a tales valores. En la practica es habitual encontrar que, como citaba Labye, el
numero de restricciones de presion sea del orden de N/3 y por tanto o=0'33. En cuanto al nimero
promedio de lineas en los trayectos S podemos considerar un valor de N/5, o lo que es lo mismo
=02 y con estos valores obtenemos una densidad p=0'0462 (4'62 %). La densidad real p es
ligeramente superior a o en una magnitud de 1/N(1+o), dependiendo del nimero de lineas N; asi
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por ejemplo, en una red con N=50 la densidad real es 6'12 %, con N=100 es 5'37 % y con N=250
es 4'92 %.

a) . l b)
i
X

N\

Il Nuio ds cabecen

i Fudo can restric. de preside

Matriz de coeficientes

Figura 5.- Dos posibles disposiciones de una red ramificada.

Es interesante analizar la estructura de la matriz de coeficientes en el caso de dos
disposiciones topologicas extremas, como las que muestra la Figura 5. El caso a) consiste en una
red ramificada con N lineas, partiendo todas ellas del nudo de cabecera, y con restriccion de
presion minima en sus nudos extremos; el caso b) consiste en un conjunto de N lineas dispuestas
en serie, con restricciones de presion minima en todos los nudos excepto el de cabecera. Para
ambos casos, el nimero de coeficientes no nulos en las restricciones geométricas es el mismo (e
igual a 4-N). En la red del caso a) sélo interviene una linea en cada restriccion de presion, de
modo que en cada una de ellas s6lo apareceran 5 coeficientes no nulos.

Asi pues, para el caso a) tendremos un total de 5-N variables, con 2-N restricciones, de modo
que la matriz de coeficientes tiene un tamafio de 10-N* el mismo que para el caso b) (la zona
sombreada de las matrices indica la presencia de coeficientes no nulos).

En el caso a) el nimero de coeficientes no nulos sera 4-N+5-N = 9-N; sin embargo, en el caso
b) el nimero de coeficientes no nulos en las restricciones de presion minima es diferente: en la
restriccion del nudo extremo intervienen todas las lineas, de modo que cuenta con 4-N+1
coeficientes no nulos; la restriccion de presion en el nudo anterior en sentido aguas arriba contara
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con 4(N-1)+1 coeficientes no nulos y asi sucesivamente hasta el primer nudo antes de la
cabecera, cuya restriccion cuenta con 5 coeficientes no nulos.

El nimero de coeficientes no nulos en las restricciones de presion sera:

N N
Y (4i+1)=4 Y i+N=2 N?+3 N

i=1 i=1
Las densidades iniciales de la matriz de coeficientes en uno y otro caso sera pues:
(caso a)= N _ 9
Po 10N? 10N

2+
2N 71\/:0,2+ 7
10 N? 10 N

P, (casob)=

En funcién del nimero de lineas N de la red, las densidades o pasan a ser:

Numero de lineas
N=50 | N=100 | N=250 | N=1000
po (Caso a) 18% | 09% | 036% | 009 %
po (Caso b) 2140 % | 21'70 % | 2028 % | 20'07 %

Tabla.- Densidades py de la matriz de coeficientes.

Como se comprueba en la tabla anterior, con una topologia en estrella como la del caso a), la
densidad de la matriz de coeficientes es cada vez menor cuando crece el numero de lineas (en el
limite llegaria a ser nula), mientras que la configuracion de lineas en serie del caso b) da lugar a
una densidad decreciente con el nimero de lineas, aunque en el limite adoptaria un valor del 20
%. En la practica se presentara usualmente un caso mixto, pero por comparacion con los casos
analizados es posible tener una idea de la densidad que podemos esperar.

Podemos constatar la conveniencia de utilizar un esquema de almacenamiento compactado
para la matriz de coeficientes, pero con todo, necesitamos contar con un almacenamiento
simultaneo de un gran numero de datos.

CONCURRENCIA DEL ALGORITMO SIMPLEX CON EL CONCEPTO DE
PENDIENTE ECONOMICA

En el procedimiento que implica el algoritmo SIMPLEX aparece de nuevo el concepto de
pendiente econdmica, en este caso como coeficiente de coste reducido de las variables nulas
que no pertenecen a la SBF actual.

Su interpretacion es que un determinado didmetro desapareceré de la base actual y entrara
otro (mas pequefio y econdmico) en su lugar, concretamente aquel que presente el valor mas
grande (en términos absolutos) de la pendiente econémica. La longitud que puede llegar a
adquirir el nuevo didmetro dependera de la holgura de presion que exista en los nudos
situados aguas abajo.
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CONCLUSIONES

A modo de conclusion, hemos pretendido establecer el paralelismo entre el Método
Discontinuo de Labye, el modelo de Programacion Lineal y el uso del concepto de Pendiente
econdmica, constatando que este Ultimo es el que puede conseguir proporcionar el mismo
resultado 6ptimo que los anteriores pero con mucho menor coste computacional, en términos
de tiempo y de memoria.
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